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1 Darstellungen von GLs(F,)

Die Gruppe GL2(F,) der invertierbaren 2 x 2 Matrizen mit Eintrégen aus F, bilden eine
wichtige Reihe an endlichen Gruppen, sowie ihre Untergruppen SLy(FF,) welche die Ma-
trizen mit Determinante 1 beinhalten. Der Quotient PGL2(F,) = GLa(F,)/F; ist die
Automorphismengruppe der Projektiven Geraden P!(F,). Die Quotienten PSLs(F,) =
GLy(F,)/{£1} sind einfache Untergruppen fiir p # 2,3. Hier wird die Charaktertheorie
dieser Gruppen entwickelt:

1.1 Untergruppen von GLy(F,)

Definition 1.1 Sei G = GLy(F,) dann besitzt G die Untergruppen N C B C G. Mit der
Borelschen Untergruppe und N den oberen Dreiecksmatrizen welche unipotent sind.

{6 )ell D)o

G wirkt transitiv auf die Projektive Gerade P!(F,). Mit der Isotropiegruppe B von (1 : 0).

1.1.1 Projektive Gerade

Man kann sich die projektive Gerade von Fg, als Gerade mit q+1 Punkten vorstellen wobei
es einen zusatzlichen Punkt gibt ndmlich den im Unendlichen. Man gibt die Koordinaten
der Punkte als Tupel an wobei gilt:

e [1:0] ist der punkt im unendlichen
e der Punkt [z,y] und [#,§] mit # = AT und y = A\j und A € F} sind dquivalent
e jeder Punkt [z,y] mit y # 0 kann dargestellt werden als [Z, 1]

e [x,0] mit z # 0 ist Aquivalent zum Punkt im Unendlichen

Definition 1.2 Eine Gruppenwirkung einer Gruppe G auf die Menge M. Heif3t transitiv falls
es zu je zwei Elementen x,y € M ein g € G gibt, sodass gz = y gilt.

| Bemerkung 1.3 Die Isotropiegruppe eines Elements x € M ist durch G, = {g € G : gz = =}
definiert.



Korollar 1.4 Es gilt
|G| = |B] - [P'(Fy)| = (¢ — 1)%a(g + 1) (L.1)
Beweis: Bahnsatz mit Orbit von x ist G.a:
G| = |Ga|G.xl
mit Transitivitat
|G| = [P (Fy)|| B
mit a # 0 und ¢ # 0, weil Untergruppe die gleichzeitig Stabilisator ist. Gilt |B| = (¢ — 1)%q

Elemente. O

Definition 1.5 Wir definieren uns nun noch die diagonale Untergruppe mit

a 0 o o
p={(5 Y-rxm

Es bezeichne zusatzlich F = F,» die Erweiterung von F, vom Grad 2. Welche Eindeutig bis
auf Isomorphie bestimmt ist.

Jetzt konnen wir GLy(F,) auffassen als die Gruppe aller Fy-linearen invertierbaren Endo-
morphismen von F. Dies erzeugt eine grofie zyklische Untergruppe K = (F)* von G. Wenn
q ungerade ist geben wir den Isomorphismus explizit an, indem wir einen Generator ¢ fiir
die zyklische Gruppe F* und eine Quadratwurzel /¢ in F, wihlen. Dann sind 1 und /e
eine Basis fiir IF; als Vektorraum iiber IF,. Also haben wir folgende Zuordnung:

Definition 1.6

K:{(x 5y>}g(]}?)*,<x 6y)<—>§:x+y\/§ (1.2)

Y z Y €L

K ist eine zyklische Untergruppe von G mit Ordnung qg-1.

Satz 1.7 Die Konjugationsklassen in G sind die Folgenden:
Représentant Anzahl Elemente in der Klasse ‘ Anzahl Klassen
a8 0
a; = (0 x) 1 q-1
_ (7T 1 2
by = (0 x) ¢ —1 a-1
o (x 0) vy g+1 (a=1)(a=2)
Y 0 Y ’ 2
x ey —il
dx,y:<y m),y;é() qg—1 q(g—1)

Beweis: Um die Anzahl der Elemente in einer Konjugationsklasse zu betrachen denke an die
Ahnlichkeit von Matrizen. Wenn eine Matrix dhnlich zueinander sind liegen diese in derselben
Konjugationsklasse. summe iiber a,b,c,d anzahl Elemente in Klasse *anzahl Klassen vom typ,



Anzahl gleich der Kardinalitdt der Gruppe dann noch zeigen dass die Klassen disjunkt sind(einfach
explizit einsetzen). Um die Anzahl an Elementen zu bestimmen stellt man den Bahnsatz um

G
|G|

und betrachtet als Gruppenwirkung die Konjugation somit ist G.x die Konjugationsklasse. Als
Stabilisatoren G, erhélt man dann fiir ¢, , D und fiir d, , K und fiir b, ist (§ ). Um zu sehen,
dass die Mengen disjunkt sind, betrachte man die Jordannormalform und die Eigenwerte. Mit dem
aufzahlen der Elemente die genau die Anzahl der Gruppenelemente ergibt ist gezeigt dass dies alle
Konjujationsklassen sind. AUSFORMULIEREN!! |

G| = |G.2||G.| =

= |G.z|

Damit erhalten wir q+1 Konjugationsklassen und ebensoviele irreduzible Darstellungen.
Betrachte nun die Permutationsdarstellung V; iiber einem Korper K mit charakteristik
0. m: GLy(F;) — GL(V). Mit dimg(V) = [P1(F,)| = ¢ + 1. Offensichtlich enthlt
diese Darstellung die triviale Darstellungen, betrachte nun also das Komplement in
von der trivialen Darstellung dieses bezeichnen wir mit V und (Satz iiber existenz vom
Komplement) es gilt 7 = © @ V. Die Darstellung hat Dimension q (betrachte x(e)=dim V
und additivitdt des charakters in direkten summen). Hoffnung ist jetzt das V eine weitere
irreduzible Darstellung ist. Die Charatere x auf den Konjugationsklassen ergeben sich
dann wie folgt, mit tilde werden Reprasentanten der Konjugationsklassentypen bezeichnet:

X(Vz(g)) = Anzahl an Fizpunkten

X(Vr(az)) =g +1

X(Vﬂ'(gl')) =1
X(Vﬂ(éx,y)) =2
X(Vw(Jx,y)) =0

Der Charakter der Konjugationsklasse von e (a,) ist die Dimension der Darstellung und
durch g+ 1=x(Va&0)(e) = x(V)(e)+ x(©)(e) = x(V)(e) + 1 ist klar x(V)(e) = g. Also
hat V die Dimension q.

Satz 1.8 Sei U, die Darstellung die mit den Gruppenhomomorphismen « : Fy, — C* g €
GLy(F,) auf a(det(g)) abbildet. Dieses Dastellungen sind eindimensional und irreduzibel. Es
gibt g-1 Stiick davon.

Beweis: Eindimensional: Tr(e) = Tr(a(det(e)) = Tr(a(l)) = Tr(1) = 1 aus dem Fakt das die
Darstellung eindimensional ist folgt T'r(a(det(g))) = a(det(g)). Dies benutzen wir fiir den néchsten

Schritt
Irreduzibel:
1 1

(Ua,Ua) = 577 a(det(g))a(det(g™")) = = a(det(g))a(det(g)) ™"

|G Ly ()| 2 |G Ly ()|

g€EGL2(Fy) gEG L2 (Fy)
_[GLa(F)|
|GLa(Fg)|

Die Abbildungen a : Fy — C*, g emp(?;r_if) fir k € {0,...,q— 2} sind nicht isomorph und somit

gibt es g-1 stiick von Ihnen wobei auch die triviale Darstellung enthalten ist. Wéren sie Isomorph
wiirde gelten mit Darstellungen (V,7) und (V,p) und C-Homomorphismus T. Eindimensionale
Darstellungen wirken tiner algebraisch abeschlossenen Kérpern als Skalar Lemma von Schur.
T:V—=V
STom=poT
& Tr(ghv) = plgT(v))
& T(w) = u(T(v))
< AT (v) = uT(v)



Also miissten A und p gleich sein. Somit sind die nicht Isomorph ]

Bei dieser Beweisskizze sieht man auch mit dem trivialen Fall von Schur’s Lemma dass
die Triviale Darstellung einfach diejenige ist mit « trivial.

Betrachten wir nun die Darstellung V,, = U, ® V.. Mit x(V,,) = x(V) - x(U,) berechnet
man den Charakter von der Darstellung und erhalt g-2 weitere irreduzible Darstellung,
da V ® 0 = V siehe hierfiir Charaktermultiplizitdt und Charakter bestimmt eindeutig die
Darstellung.

1
VaVa) = o (@D (g1
( ) ’GLQ(Fq” Z Xva (9)xva. (g™ 1)
QEGLQ(]Fq)
_ 1 1 o
~ |GLa(F,)] > xv@xv@xve xualg™)
gEGLg([Fq)
1 - —
YAl N Yl Z xv(g)xv(g 1)XUa(g)XUa(g) 1
|G La(Fy)|
g€GL3(Fq)
Qg bx Cx,y d%y
0 1 1 1 1
Vv q 0 1 -1
Uy | a(x)? | a(@)? | a(z)a(y) | a(a? —ey?)

Zwischenstand Anzahl Darstellungen:

1+q—-14+q¢—2=2q-2

1.2 Induzierte Darstellungen
1.2.1 Alternative Betrachtung ty Tobi Simon

Sei p: H — GL(V) eine Darstellung der Ug H von G. Und sei f : G — G ein Morphismus
der erfiillt:

flgh) =p(h)~'f(g) ,mith € H

Es fehlen also noch Darstellungen wir haben am Anfang die Borelsche Untergruppe eingefiihrt.
Nun sehen wir uns die von B induzierten Darstellungen an. Als Darstellung von GLy(F,)
betrachten wir hierfiir (7, C*) mit @ und § wie oben

w((5 1)) =et@sta)

Mit dem Satz von Lagrange erhélt man dann fiir die Anzahl der Nebenklassen

o G alg—1)2(g+1)
G BI= T g !

Damit gilt dann also mit g; Reprasentant der Linksnebenklasse :

q+1
Ind$ = EBgi(C*

=1



1.2.2 Charaktere der Induzierten Darstellung

Um Charaktere der induzierten Darstellung V = Ind$ (W )auszurechnen erinnert man
sich daran dass die Darstellung nur von der Nebenklasse des Elements abhangt und mit
o € G/H bildet ¢ € G oW auf goW ab also ist die Spur der Elemente relevant die
go = o abbilden. Nachdem W unter H invariant ist ist nur die Nebenklasse relevant dies
begriindet die obigen Aussagen. Die Elemente g die wir betrachten erfiillen insbesondere
s~lgs € H, fiir beliebige s aus der Nebenklasse. Also gilt folgender Zusammenhang:

XIndw (9 Z xw (s~ gs)

go=o

Es gilt dann aus der Aussagen wenn C eine Konjugationsklasse in G ist und H eine UG mit
der Zerlegung von H NC' in die Konjugationsklassen Dy, ..., D, in H, dann gilt folgendes:

_ G- 1D;
Vi (€)= 1 2 Z e

1.2.3 Induzierte Darstellung der Borelschen UG
Betrachte die Schnitte a, N B = a;, b, N B = by, ¢y N B =cpy und dpy N B = 1]

Xndw, ,(az) = (¢ + Da(x)5(z)
Xindy,, ,(bz) = a(x)B(z)

Xindy, ,(Czy) = (x)B(y) + a(y)B(z)
Xindy, ,(dey) =0
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